
1. Funkcija oblika 
m 

P,(x)=u&+alJT-'+. . .+a,$-'+. . .+&-,x+q= C gdje je n pri- 
k*O 

rodan broj, a, al, . . . , a,, (cb + O )  retihi ili kompleksni brojevi, a x realna ili 
kompleksna prmjenljiva, naziva se polinom ili djela racianalnafinrkcfja. Broj 
n naziva se stepen polinoma. 

2 O m n i  stav aigebre (ili Gausov* stav) glasi: 
Svald polinom stcpena n ( 2 l )  ima bar jcdnu nulu u skupu kompleksnih 
brojeva. 

3. Benroua** teorema. Pri dijeljenju polinoma P, (x)  razlikom (x-x , )  dobija se 
ostatak koji je jodnak P,(x,). Kao posljedica Bezuovog stava izvodi se 
slijedda teorana: ako je x, nula polinoma, tj. P,(x,)=O, onda jc polinom 
P, ( x )  djeljiv (bez ostatka) razlikom (x-x,) .  

+ Na osnovu Gausovog i Bezuovog stava izvodi ae slijdeh teorerna: svaki 
polinom n-tog stepena moh se napisati u obliku: 

gdje su x,, xz, . . . , x, nule polinma, a h # O  lcoeficijcnt uz 9. 

5, Ako polinom P,(x) ima jednu nulu oblika a+bi, onda mora imati i drugu 
nulu oblilca a-bf ,  ukoliko su koeficijcnti polinoma real@ brojevi. 

6. a) Kab  se da su polinorni P, (x)  i Q, (x)  idcntiliki j h k i  alto dobiju jednalce 
vrijednosti za svako x. 

b) Potreban i dovoljan uslov da polinorni Pa (x)  i (x)  budu identit% jednaki 
je da kaficijenti njihovih odgovarajuCih Elmova budu jcdnaki. 

7. Vietow*** fornrule 
Pmatrajmo polinom 

Pn(x)=(b(x-x,) tx-F2). .  .(x-x,),  
gdje su xi ,  x2, . . . , x, nule polinoma P, (x). 

Iz identiteta 

~+alx"'1+...+a,-1x+a,,=a,(x-x,)(x-x2)...(~-~,) 
pmna stavu 6.b), slijecle formule : 

4, xix2. . .xn=(-  1p-. 
a, 

8. Ako algebarska jednana n-tog stepena P,(x)=O sa cijelim kaficijentima 

at e 2, (k-0, 1, 2,. . . , n) ima racimalbn korijen !; (pe Z, qe N), (p, q )  = 1, 
4  

tada je p djelitelj od a, i q djelitelj od a,. . 
9. Svaki polinom P,(x) stepena n moZe E#, na jedinstven d i n ,  predstaviti u 

obliku 

gdje su svi xl, x2, .. . ,x,  razliEiti bmjevi, k,, b,. . . , k, prirodni brojevi, 
takvi'da je k1 + k, + . . . + k, = n  i a,, koeficijent uz najstariji Elan polinoma 
P" (XI. 
Broj ki zovcmo redom vifestrukosti korijena xi (i=i;f). 

10. HornerovS postupak (shemu) 

Pri dijeljenju polinoma 

binomom x -x l ,  dolazimo do identiteta 

P , ( x ) = ( x - ~ , ) ( b o i - ' + b ~ x " - ~ + .  . .+b,-,)+R, 

* William George H o r n  (177% 1827). 
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gdje je R mtatak dijeljtnja nezsvisan od x i gdje su 6, bl, . . . , b,-l prlvremcno 
neodrcdeni koeficijtnt i. 
Za i&unavmjt koerciijenata bb (k = 0, n - f ) i ostatka R prrthibo je upotri- 
jtbiti Hormrov postupuk (skmu), koji se zapisuje ovako: 

12 Svaka navodljiva pram raciimalna bkci js  x + w  a (4 
(m< n) mob sc na 

jdhstvcn mmviti na parcijalm dorake  oblih 

A# A2 - +- I - . . . + -  Ah gdje je k red korijena a i 
x-a ( ~ - a ) ~  (x-a?' 

Mlx+N1 + M$+N,  ' MptN, 
f ...-I- 

2 + p x + q  (X=+px+q)Z ( ~ + P x +  d' 
gdjcjc I d Wora x2+px+q  a polinornu a ( x )  (#-4q<O), ?i. hadmtni 
faktor odgovam paru konjugomo komplelcsni korijena rcda I d o g  
polboma Qm (XI). 

1. Neka je P (x) polinom petog steptna i neka on ima jcdni trodruku nulu x = 1 i 
j ehu  dvostruku nulu x = - 2. Odrediti polinom P ( x )  ako je P (215 48. 

Z Odrediti realan pokinom mjmanjeg stepena Eijc su nde: 
a) x,=Z jr?=l+i, %=I +Z; b) xi-1, k - 2 ,  xg=l-i. 

4 Neka jt P (x) redan polinom Eetvnog stepma i mka on ima auk pvog rcda 
x= - 1, x=Z i x=2+i. O d d t i  poliaom P ( x )  ako je P(O)=20. 

5. Neka je P ( x )  d a n  polinom petog stepma i neka on ima dvostruku nulu 
x=2f. OdCWliti poIinom P ( x )  ako jt P(O)= -8 i P(2)=32. 

6. Ako je x = 2 nuIa polinoma 1 - 6 2  + 21x - 26, odrediti osule nule toga 
polioma, 

7. Oddi t i  racionalnc brojeve p i q, tako da XI = 1 +a bude nula polinoma 
P ( x ) ~ d + ~ 9 + q x t  t 6x + 2. Za tako odtedene vrijtdnosti pararnetata p i q 
naCi ostak nuk polinma P (x).  

& PokaPrti da jc komplekpan broj xi = 1 +i nula polinoma 2 - 2xi-4, a at im 
odrediti oatale nult toga polinoma. 

9. Na6 nult polinoma P (x)=P+ 1. 

10. Oddi t i  realm brojew p i q, tako da x= l bude dvostrulra nula polinoma 

P(x)=pP+qx3-x+ I .  

Za tako odredene vrijednosti p i q nati ost& nuk polinma P(x) .  

11. Pokazati da je polinom x (x + 1) (x +2) (x+ 3)+ 1 potpun kvadrat. 

12. Odrediti ostatak pri dijeljenju polinoma x8 - 2 2  + 1 polinomom f - 1. 

13. Odrediti kocficijcnte a, b, c rcalnog polinoma P ( x ) d  +ax'+bx-tc, talco da: 
a) polinom bude djeljiv binomima x - 1, x + 2, a da podijtljen binomom x- 4 

daje ostatak 18; 
b) polinom bude djeljiv binomom x- i ,  a da podijeljem binomom x+ 1 daje 

ostatak - 5. 

14 Pokmti da je polinom P,, (x )  djeljiv polinomom Q (x): 
a) P,(x)=(x- l ~ - ~ + h +  1 ,  Q(x)=Q-32+x,  EN; 
b) P , ( x ) = ~ ~ " + ~ + ~ + ~ f l ,  Q(x)=?+x+l, ( n = ,  1,2, ...); 
C) P#(x)=x(XI-l -naa")+d(n-l) ,  Q(x)=(x-a?. 

15. ~ o b t i  d a  su polinomi : 
a) ~n-nxR+l+nrm-l- 1; b) xZn+'- (2ri+ l)X+'+(2n+ 1 ) i - ' ;  
c) (n-2m)xw- nx"-m+nxm- (n-2m) djeljivi (x- 1 y. 

16, Dat je polinom 2 - 6 x 2 - h ,  R. Diskutirati broj i prirodu korijena ovog 
polinoma za mt h. 

17. U kojim granicama mom varirati X da bi jednana 3fi -  4 2  - lb? +1=0 
irnala sva ktiri realm korijena? 

18. Data je algcbarska jednaEina d + bx f 1 =O, (a, b E R). Odrcditi a i b, tako da 
je x= 1 dvostruki korijcn jednafine. 

19. Odrsditi radondnc korijene poIinoma: 
a) #+W-139-38x-24; b) 2 - e + 1 5 ~ - 1 4 ;  
C) X I - W - 4 2 + 4 2 - 5 ~ + 6 ;  d) 2x3+3?-1. 

20. Napislati Vi&tovt formule za polinome: 
a) t&g stepcna a,? +ulxf + e x  f a ~ ;  
b) &tvrtog stepena q#+al3 +a2$ +a++%. 



21. Znajudi da je zbir dva korijena jednaCine 22-?-7x+X=O jcdnak 1, 
odrediti parametar X. 

22. Dat je polinom P(x)ax3+2x3- 5x- 6, P(2)=0. Pornoh Vgtovih formuli 
nati -tale korijene jeduahe P (x)=O. 

23. NaCi mtalc nule realnog polinoma P ( x ) = 2  +aa%+ lod aka se ma da je 
jedna nula xi =a (1 + 21). 

24. Nm5 wnt izmbdu koefdjmata a, b, c, tako b korijeni jsdnalZine 
2 + td + bx + c P 0 obrazuja geometrijsku progmsiju. 

25. Odrediti realm parametar a, tako da konjugovano kompleksni korijeni jedna- 
6nt t*- 2u2 + 182- 24z+ 1 6 ~ 0  budu t h e n 6  tntpwa Eiji prproduZeci krakova 
prolm kmz koord'matni potit&. 

26. KO&& Horneroyu shcmu, napisati rezultat dijeljenja plinoma 
15~-13~?+2x-  1 binomom x-2. 

27. bpitati porn& Hornrove sheme da li je: 
a) x=2 jednastruka nula; b) x=3 dvostruka nufs 

polinoma P, ( x ) = 1 - 8 ~ 2 ' + 2 ~ - 2 # + 2 1 ~ -  18. 

2% Polinom $ - U + 3 2 - 4 2 + 2 ~ + 5  razviti po sttpenima m m x - 1  pom& 
Homrovt sbemc. 

29. Dokaati identitel 
(I+x+x2+ ...+ xuy-xR=(l+x+X1+ ...+ P - ~ ) ( ~ + x + x = + ,  ..+xN+I), 
neN. 

30. Ako je n paran broj, tada polinom P (x)== (x + l - i - 1 
nije djeljiv sa 2 + x + 1. Dokazati. 

31. Odrediti polinom P (x) petog stepena koji zadovoljava ova dva uslova: 

(1) (x- lYI(P(x)+lI. (2) (x+l)Sl{P(x)-l). - .  

32 P (x)# polinom Eiji su koef~jenti cijdi brojevi. Pokazati da iz uslova 6 1 ~  (2) i 
61P(3) slijedi 6 1 ~  (5). 

33. Pri knkvim uslovima vrijedi: 
a) $+mx-  1 jt djeliteij od f +px+q; 
b) 2 + nuc + 1 je djelitelj od #+px +q. 

34. Uprostiti polinom 

x x(x-1) x(x-I) . . . (x  -n+l)  
P,(x)-  1  --+-- ...+(- 1)" 

1 2! nl 

35. Koristedi Hornerovu shcmu, razloZiti pob0m P(x) po st-a od x- %: 

a) ~ ( ~ ) = P + 2 2 - 3 f - 4 ~ + l , '  xo= - 1; b j  P(x)=xs, %=I; 

P(x+3) ako je P(x)=P-#+I. 

37. Rnstavi na linearnt faktore: 

39. Provjeriti fazlaganja racionalnih hmkcija na pmte radomke: 
x- l 1 1  3 1 2 

I- --- - +-; " i+3X2+tr  2 x  2 x+2 x + l  
x+2 3 3 4 =---+-. 

b, (x- l)(x-2p x- l x-2 (x-2P' 

40. Dokazati da postoji broj a takav da je polinom Xb- 152- 8 2 + 2  djeljiv 
polinomom 2 +ax + 1. 

41. Korist& identitet 



4. Nuh polh0111a P(x) js i kompkhm braj X-2-1. Poliwm imr om P@)-rrp (x+l)(x-2) 
($-lx+~).I~udov;r~(b)=~rtijsdihh0,=-2. D.Lk, bi& P(x)=-2(~+1)(~-2)($-4~+5). 

i Akoje x, -2 nula pdinomi 2-6xz+21x-26, dijeljenjsm tog polinoma bionomom x-2 
dobijamo 9 -4x+ 13-0. tj. x2,, -2f 3i. 

7. Kako je x, - 1 +& aula polin- P(x) rr ncionalnim koefbijmtima, ond. jr njepva nul. i 
realan b j  x, = 1 - &. Stow je pdino~n P (x) djeljiv polinomom 2 - 2% +2. Iz identiteta 

i + p 9 + q ~ + 6 x + 2 c ( ~ - 2 ~ - 2 ) ( 1 2 + b x + r )  

3 3 b)iz wlova P(r)=O, (P(- l)=O), P(- 1)- -5 dobijamo polmom ~(x)=x'--$+x-,. 
2 2 

1 
14. a) Nuk pdioma Q(x)=2~'-3*+x tu x-0. x- I i x=- Za te irtt vri-i r 

2' 
polinom P,(x)-(x-lP-i+2w-l, p j e  prem. Bezuovun stavu tvrdeaje &% 

- a 

L&I re provfenvr da je i xl nuh polinom8 P,(x) (Itorirtiti Morvrovn larmolu). -ma, 
x p j E l  mom, ukoda, biri a u k  pdinonu P,(x). Z M ,  pdiwm P,(x) je djdjiv pdinornom 
Q (XI. 

c) n#.vljajdi polinan P. Cx) M hkton, dobih re da je jedan njegov U o r  +-up, uo  d da 
jc polinom P, (x) djdjiv p d i m  Q (x). 

15. a), b), c) Tnba provjeriti da v& P(I)=P(l)=P"(l)-O. 

16. PoInWnti litnkcije y-2-6rZ i y - l  i naatati qjihow graRke. Dobijano: n le(-m, - 32) 
pdiaom imi jwlm rulan korijen; n l- -32 tri mlm korijem ad kojih je jedan dwruki ;  za 
kc(-32,O) tri rwlna d i t r  kodjam; n XPO tri korijena od kojih je jdm dvouruki; n I>O 
jedan realm korijcn. 

1 6  
mb & je/(l)=O ij(l)-0. tj. o+b+ I -0 i 6a+b=0. ~davde dobijuno da je OP31 bt --. s 

1 
pwtavci&jc.x,+x,=l, odavdedobijamodajex3--- i xlxz=-3, tcje 11-3.  

2 

.= Imrmoxl+u1+~~-5qx,+xlx,+x,g--5, 
x,x25=6: lez~xs=2jex1+q=-4,x ,xz-3 ,  tj.xl=-l.xz=-3. 

tj, Polto je qwa(l+ZI), to jc xpX1-o(l-2i), a o&v& x l x a = g .  Iz VStow fonnuk 
xlrjxs - - 102 dobijamo nda X, = - 20. 

24. Irnuno x,, *-x,q, x,-qd. Iz Vitovih formull dobijamo wzu a'c=l?. 

Stavljnjd daje z1 =adsg. q-TI -&cis(-7). zZ=prCis@, q-i; =gcb(- g) u Vi*tove formule 
z, +ZI +Zt+3p&. zlZl +x14+zlF~+Zl~+~Za+z2t ; -  18, 

zrT1zs+ z,T1i2+Sl@, +z,& -24. zlTlzzZl = 16, dobijamo a= 3. 



2 1 1 5  3 0 2 -1 
Dakle. ostatak dijeljenja je 139, dok je djdimitai I 15 17 34 70 139' 

k o l i k  151+ 17$+34x+70. 

ZB. K o r i W  Holaenrm rhanu, dobijamo da je , I  a 

~'-2~'+3~'-49+2x+S=(x- l P + 3 ( ~ -  1)'+5(x-l?+3(x- 1)'+5. 

x"+'-l 
29. Korirtiti Einjenice da je l + x + i + .  ..+PI- 

Y- 1 , ( ~ $ 1 ) ;  1+x+x'+...+n"-I=- 
X -  1 r- 1 ' 

I 
jo. Qko je t+x+t- (x-u) (x-d) ,  a=-(-l+if i) ,  polinom P(x) djeljivje sn x'w'*x+t ako i 

2 
samo aka je (u+lP-d-l=O i (&+lY-&-l=O. Kakojc a+l--c? i $ + I = - q  ove 
jednakosti poctlju a"-a"-l=O'i an-dg-130, odakk palije sabiranja proizilazi -2-0. 
ZakljurUjano da je tvrdeaje iskazano u mdatku t a b .  

31. Uslov ( I )  kazuje da je polinom P(x)+ 1 djeljiv sa (x- l y .  To z d i  da je izvod tog polinpa, tj. . 
P'(x), djeljiv sa (x- 1)'. Iz uslova (2) slijedi da je izvod polioma P(x)- 1, tj. P'(x) @#v sa 
(x+ 1)'. Kakoje, po pretpostavci, P(x) polinom ptog rtcpcna, m& n pisati P(x ) -A  (2;. I p (A  

3 5 I S  je P(l)= - 1 ,  P(-l)=l. t M  p o l i i  P(x) h a  oblik P(x)=--i+-2--x.  
8 4 8  

n om&iio date US~OVC 61P(2) i 6)P(3) r (1). Imarno: 
(2) P(x)- PQ)o(x-2)0; (4: P ( x ) - ~ ( ~ ) = ( x -  3) Ql (X I .  
Q, (x )  i Qj (x)  su polinomi fiji je atepa n- 1 ako je n stepen polinma P(x). Kaeficijenti polinma 
QI (x)  i Qt (x) su cijeli brojevi. Iz (2) m x-5 dobija n: 
(3)  P(5)- P(2)=3QI (S):P(5)- P(3)=2& (5). 
Na omovu uslova (1) i nlacija (3) zakljuEuje re 
(31P(5) i 21P(S)l-6lP(S). .. . - .  

3% a) Trcba da jc (x'+mx- I)(%-a)=x'+px+q, ito je pmna principu idcutiteta polinorm 

37. Odrediti nule polinom. i aajstuiji kotficijent: Dobije re 

40. Ako je &a pretpostavka *a, tad. je 

(~+ax+l)(x'+Ai+Bx'+Cx+2)=~-lS~-8x'+2, 

odakk rc w oraovu principa identiteta pol ia .dobi je  siran jednLOina 
(1) a+ A = 0, 
(2) l+aA+ B = 0, 
(3) A+&+ C 9-15, 

(4) B+oC+2 -- 8, 
(5) c+a= 0. 
Iz (I), (2) i (5) izW (A. B, C)=(-a, d- 1, - 2a), te uvrStavanjem tih wijednosti u -no (3) i 
(4) dobijamo: 

d-4a+tS=O~d-9,  tj. a=-3 (@to a s 3  ne Irdavoljava pmjedtl.Cinu). 

Raultati (I), (2) i (3) re dobiju iz (*) u n=l, 2, 3 rwpkt im.  DoluPti m 

induckijom da (*) vrijedi u sve n EN. 
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